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Exercice 1. (4 points)

-3 —4 -2
Soit A= 2 3 3 |.Onnote% = (e, es,e3) la base canonique de R*. On pose
0 0 -1

C(B) = {M € M3(R); MB = BM} lorsque B € R3.
1. Montrer que pour B € M3(R), C(B) est un sous-espace vectoriel de M3(R).

Calculer le polyndme caractéristique x4 de A, en déduire que les valeurs propres
de A sont 1 et —1.

Déterminer le vecteur propre de A pour la valeur propre 1 ayant —1 pour lére
coordonnée dans la base €. On note v ¢ce vecteur propre.

2 .
Vérifier que v5 = | —1 | est un vecteur propre de A pour la valeur propre —1.
0
-1 2 -1
On définit P = 1 —1 0 }. Vérifier que P est inversible et calculer son
0 0 1
inverse.

6. Calculer T = P 1AP.
7. La matrice A est-elle diagonalisable 7
8. Etablir que si M € M;(R), on a M-€ C(A) si et seulement si P~'MP e C(T).

10.

= O

a b
Déterminer une base de C(T). On pourra considérer une matrice N = | d e
g h

et tester les conditions sur les coefficients de N pour que N € C(T).
En déduire une base de C(A). Que vaut dim(C(A))?



Exercice 2. (9 points)

Partie 1

Pour & € R% on considére I'intégrale impropre I'(a) = 0+°° z% le7*dx. On souhaite
montrer que 'intégrale est convergente et établir quelques propriétés de la fonction I'.
1. On montre d’abord que fol % le~*dz est convergente. Soit a €]0, 1[.

(a) En faisant une intégration par parties établir que

1 1 1 1
f 2% e dr = - (e—l — aae_"‘) 4 —/ % Tdz.
a a

a

(b) Calculer la limite lim,_,q+(a%e™?).
(c) Justifier pourquoi fal % *dz admet une limite lorsque ¢ — 07,
(d) En déduire que fol % 'e ¥dz est convergente.
2. On souhaite montrer que [, 2°~'e~"dx est convergente. Soit b €]1, +o00].

(a) Justifier pourquoi limg_, s 2%t e ® = 0. En déduire qu'il existe B €]1,+o0|

tel que pour z 2 B, on a z* 'e™” < 4.

(b) Montrer que si b> B, ona [/ z* 'e~?dz < [z e *dz + [—ﬂ;

(¢} En déduire que f1+°° 7% le~*dz est convergente.
3. Conclure que f0+°° x* le~%dz est convergente.
4. Montrer que si & > 0 on a I'(a + 1) = al'(r).
5. Montrer que ['(n) = (n — 1)! pour n € N*.

Partie 11
Dans cette partic on fixe des parameétres o, 8 € R’ et on étudie la fonction

B ge-le=be gigp >0
g  R— Rz @ -
Jous - { 0 siz <0

Pour plus de commodité on pose f = f, 3 dans cette partie.
1. Que vaut im,_, o f(x}?
2. Calculer la limite limy, o+ f(z) en faisant 3 cas :a < 1l,a=1let a > 1.
3. Caleuler la dérivée de f sur )0, 4-o0[.
En déduire le tableau de variations de f sur |0, +oo[. On fera & nouveau 3 cas.

4. En supposant a = 1, calculer lim,_,o+ f'(z).

Bla—1)21

T(ajeaT SUT R.

5. En supposant « > 1, montrer que f admet un maximum égal 3

6. En faisant le changement de variable y = Bz, calculer 0+°° f(z)dz.

7.(a) On donne e =~ 2,7. Montrer que fa2.(1) < f12(1) < f1,1(1) < fae(1).



{(b) Dans un repére orthoﬁormé, tracer la courbe de f pour (o, 8) = (1,1), (1,2),
(2,€) et (2, 2e), pour les abscisses comprises entre 0 et 2.
On s’attachera & Uallure des courbes plus qu’a la précision numérigue. On uti-
lisera les informations des questions précédentes.

Partie I1I

Dans cette partie on fait varier les paramétres « et S en fonction de n et on étudie la
suite de fonctions obtenue.

1. Dans cette question on fixe o = 2 et on définit la suite (g,)ns2 PAT 9o = fame (voir
la partie IT pour la définition des fonctions f, g).

(a) Montrer quesi z > 0 est fixé, ona g,(z) = Féﬁ%fgﬁ, en déduire lim,,, 1o, g,{7).

(b) Montrer que (gn)nz2 converge simplement vers la fonction nulle sur R.

(¢) Etablir que pour n > 2, on a sup,.g |g.(%)| = n. A-t-on convergence uniforme
de {gn)n=2 vers la fonction nulle ?

2. Dans cette question on fixe § =1 et on définit la suite (hy)nz2 par by, = fo1.

(a) Ecrire le développement en série entiere de la fonction exponentielle sur R. En
déduire que si z € R, on a ti—“:%—, ~% 0 lorsque n — +o0.

(b) Montrer que la suite (A, )n>2 converge vers une fonction (a préciser) sur R.

(c) La suite (A )nza converge-t-clle uniformément ? On pourra utiliser la formule
de Stirling : 1! ~p s yoo V2rn (2)".



Exercice 3. (4 points)

Soit n un entier, n > 2, et (@;)1<icn € R™ On suppose que les a; ne sont pas tous
égaux. Soit la fonction

” WOEN a)2
R xR, — R, (4, .
/: (o II 271"02

On souhaite maximiser f sur U =R x R}.

1.

. Pour un point u = (u, o) € U, calculer le gradient Vg(u) = (%‘;

On pose g = Inof. Rappeler le sens de variation de In sur RY. En déduire que si
u=(u,c) € U, u est un maximum local de f si et seulement si ¢’est un maximum
local de g.

Pour (u,0) € U, calculer g(u, o).

52 (u)
ag(“)) de g en u.

Montrer que u = (u, ) € U est un point critique de g si et seulement si

{ Ju’zz %121%'1 a; 5
am = Ei=1(1u’ - 032‘)

En déduire que g admet un unique point critique w, = (., 0.) et exprimer p, en
fonction des a;, o, en fonction des a; et de p..

g (1) ()
. Calculer la hessienne H,(u) = _%_;L ‘92”3‘9; de g pour u e U.
doop () o7 ()

On pose H, = H,(u,). Calculer H, et montrer que g admet un maximum local en
Us.



Exercice 4. (3 points)

Soit ¥ un espace euclidien de dimension n > 1, on note < -,- > le produit scalaire,
F+ Porthogonal d’un sous-ensemble F de E.
On suppose que % est un endomorphisme non-nul de E tel que Vo € E, < u(z),z >=0.

1.

S U N

Donner un exemple d'un tel endomorphisme « lorsque F = R? muni du produit
scalaire standard. Dans la suite on ne suppose plus £ = R,

Montrer que Vz,y € E on a < u(z),y >= — < z,uly) >.

Quelles sont les valeurs propres possibles pour « 7

L’endomorphisme w est-il diagonalisable 7

Etablir que Ker(u) = (Im(u))*.

En choisissant une base orthonormale de Ker(u) et une base orthonormale de

Im(u), expliquer comment construire une base orthonormale de E.
Que peut-on dire sur la forme de la matrice de u dans une telle base de E7



