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Exercice 1. (4 points)

: -2 1 1
On notera [ la matrice identité de M3(R). On définit A= 2 -3 =2
-4 4 3

1. Calculer A%, puis B =" — 24.
\ Ug = 0 .

2. On définit la suite (uy)nzo par { Wn € N, iy, — Sty — 2

(a) Montrer que pour tout n € Non a B™ = I 4 u,A.

(b) Résoudre I'équation z = 3z — 2. On note s I'unique solution.

(c) Montrer que la suite (’Uﬁ)ﬁ;o donnée par ﬁn = U, — & est géométrique et déter-
miner sa raison. '

{d) En déduire une expression de B™ en fonction de n € N.

101 1 |
3. Onpose J=| 2 ~2 =2|,et&="Vect(l,J),ie. £ est le sous-espace vectoriel
\—-4 4 4 '
de M3(R) engendré par I et J.
(a) Verifier que (I, .J) est une base de £.
(by Que vaut J27 _ o
{c) Trouver les matrices M de £ solutions de P’équation (Ey) : M* = I, puis de
léquation (Ez): M? = M. 4
(d) Les puissances B™ de B appartiennent-elles & £ pour n € N7
Pour n € N, donner une expression de B™ en fonction de I, J et n.



Exercice 2. (6 points)
On pourra admettre les résultats de la partie I dans la partie II.
Partie I

On souhaite dans cette partie (re)démontrer que l'ensemble des solutmns sur [0, 1] de
I'équation différentielle (D) : y”(¢) = y(¢) est

S={t+ Ae™* + Be'; A, B € R).
1. Vérifier que toute fonction y € § est solution de (D).

2. On fixe maintenant une fonction y : [0,1] — R de classe C? que l'on suppose
solution de (D).

(a) On définit X : [0,1] — R2 ¢ — (yy,((?)) Montrer que X est solution de 'équa-

tion (D) : X' = AX ou A est la matrice (g {1)) :
(b) Calculer le polynéme caractéristique de A, en déduire que A est diagonalisable.

Diagonaliser A, c’est & dire expliciter des matrices P Ae M, (}R) telles que P
soit inversible, A diagonale et A = PAP-L,

ot
(¢} Calculer P! puis P (O B{')_t) P

(d) Conclure que y € S.
Partie I1

On considére le R-espace vectoriel E = C2([0, 1], R) des fonctlons de [0,1] dans R qui sont

de classe C2.
1. Montrer que (f, g fo (fg -+ f'g)(t)dt définit un produit scalaire sur E.
2. OnposeU {feE,f” fletV ={f €FE, f(0)=f(1) =0}
(a) Montrer que If et V sont des sous-espaces vectoriels de E.
(b) Montrer que U et V' sont orthogonaux. Que vaut U NV 7?7
(c) Dans cette question le but est de montrer que U et V sont des espaces sup-
plémentaires dans F, i.e. que tout f ¢’écrit de maniére unique sous la forme
f=ut+vaecuecUetveV.
On fixe une fonction f € E.
i. Vérifier quesi f=u+v =1/ —|-'v avec u,u’ € U et v,v/ € V alors u = o'
et v =1
ii. On suppose que f = u+ v avec u € U, v € V. En utilisant la partie I,
montrer qu'il existe A, B € R tels que u{t) = Ae* + Be' pour ¢t € [0;1].
Calculer ensuite A et B en fonction dé¢ f(0) et f(1).
iti. Conclure.
3. Soient a,b € R, on pose E,, = {f € E; f(0) = a, f(1) = b}. On souhaite calculer

_ 2 y
I= mf | o+ (S (e)de
(a) Sif e E,psécrit f=u+vavecu€ U, v € V, montrer que (f, f) = {u,u).
{b) Calculer I.




Exercice 3. (3 points)

Pour n 2 2, SOItfn.R+—>]R$P~+

1. Montrer que la série de fonctions Zn>2 fr converge simplement sur R,. On note
S Ry =R,z S8 f.(x) sa somme.

2. On admet que la série ), ., F(n) est divergente.

(a) Pour n > 2 fixé, étudier le signe de la dérivée de f,. En dedulre que f, admet
un maximum sur R, et le calculer.

(b} A-t-on la convergence normale de 3 -, fp sur R.7
(¢) Montrer quesia > 0,lasérie ., f, est normalement convergente sur [a, +00|.

(d) Etablir que S est continue sur R*.




Exercice 4. (7 points)

On note | - | la norme euclidienne sur I'espace R2.
1. (a) Etablir le tableau de signe sur R de la fonction f — 4t — 2.

(b) On considére la fonction f : [0,2] — R, ¢ — \/415 ~ {2, Etabhr son tableau de
variation.

2. On note ' = {(#, f(£));t € [0,2]} le graphe de la fonction f, et on note C le Cercle
(dans R?) de centre (2,0) et de rayon 2.

(a) Montrer que si t € [0,2], on a |(£, f(£)) — (2,0)] = 2. Que cela signifie-t-il .par
rapport A I'et C7

(b) Dessiner I' dans un repére orthonormé. On mettrat en abscisse, y en ordonnée.
3. Pour u € R on note (1,) la droite d’équation y = ut.
(a) Tracer (D), (Ds) sur le graphique précédent.

(b) Pour u € R, calculer les coordonnées du point d’intersection de (D,,) avec C qui
n’est pas l'origine (0,0). On donnera les coordonnées en fonction de u.

4. On souhaite calculer 'intégrale I = fl \/%dt

{(a} Calculer la dérivée de 'application g : [1,+oo[— R,u —
s’annule-t-elle 7

(b) Calculer fog.
(c) Montrer que g induit une bijection de [1,+/3] sur [t, 2].

(d) En faisant le changement de variable ¢ = g(u), montrer que

1 4

Aol

I= f R L
Vi Tz (-u?)

(e) On pose J = fl ey et K = fl Tz du. Montrer que T = 8J—|— 2K.

(f) i Faire le changement de variable u = tan(#) pour obtenir

) arctan(\/g) .
J = / cos*(0)df

™

4 s s
Traz- La dérivée

]

. On rappelle la formule de linéarisation suivante : V8 € R, cos?(f) = w.
On pose o = arctan(+/3). Montrer que J = ( -1+ ﬁ%@ - %)
(g) Calculer 1.




