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Exercice 1. (8,5 points)

On utilise les notations suivantes dans 1'exercice : I'ensemble des matrices réelles 3

m lignes et n colonnes est noté M, ,(R), la transposée d’une matrice M < My n(R) est
notée MT € M, (R).

On note (-,-) le produit scalaire sur R, i.c. on a (w, ") = wlaw' = 37 w;w! pour
w = (wi);,w = (w]); € R™, et on note | - | la norme euclidienne : lw| = {w,w) =

v wT' =y 21—1 'UJ2

On note I, la matrice identité de taille'n. Enfin la base canonique de R? est notée ¢ =

. : 1 0 0
(61; €a, 63) = ] 0 ) 1 ) 0
0 0 1
Partie I
wy
1. (0,5 pt) Soit w= | wy | € R®\{0}. Calculer la matrice carrée w.w7.
| Wa

2. On définit la matrice (dite de Householder)

2
H,=1I - Ww.wT.

- (a) (0,5 pt) Montrer que H,, est symétrique.

(b) (0,25 pt) Que vaut HI H,? La matrice H,, est-clle orthogonale ?
3. Soit F' Porthogonal de w dans R?, i.e. F = {z € R3; (w, 1) = 0}.

(2) (0,25 pt) Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de R3.

(b) (0,5 pt) Que vaut Vect(w)NF? :

(c) (0,5 pt) Montrer que si z € R?, il existe a € R tel que z — ow & F.

)

(d) (0,5 pt) En déduire que tout élément z de }R3 s'écrit de maniére unique z = y+2
avecy € Vect{w) et z € F.

(e) (0,25 pt) Quelle est la dimension de F'?
4.(a} (0,5 pt) Montrer que pour z € R® on & : wawl.z =0 implique |w?.z| = 0
(b) (0,5 pt} En déduire que pour z € R®on a Hyr =z ssiz € F,
(c) (0,25 pt) Pour y € Vect(w) et z € F, calculer H, (¥ + z) en fonction de y et 2.

(d) (0,5 pt) Soit s la symétrie orthogonale de R? par rapport & F. Que vaut la
matrice de s dans la base canonique ?

(e) (0,25 pt) La matrice H,, est-elle diagonalisable ?



Partie I1

On considére la matrice

2 -1
A=|~1 0
-2 2
1
et le vecteur b= | 1
: 1

On souhaite trouver les vecteurs £ € R? qui minimisent la quantité [Az — bf. -
q

1. Dans cette question on suppose qu'on a trouvé une factorisation A — QR avec

Q € M;(R) orthogonale et R € M;4(R) de la forme R = (—Oﬂ;) avec R' € My(R)

inversible.
(a) (0,5 pt) Justifier que pour z € R? on a [Az — b] = | Rz —.Q7p|.

(b) (0,5 pt) Montrer que |Rz — Q75| = |R'z — ¥|* + ¢ pour un vecteur ¥ € R? et
une constante ¢ € R bien choisis (indépendants de x).

(c) (0,5 pt) En déduire les z qui minimisent |Az — 8] en fonction de R’ et V.
2. On é&tablit maintenant la factorisation 4 = QR & l'aide de la partie I.

-2
(b) (0,5 pt) Calculer H = H,,.
(c) (0,25 pt) Calculer R = HA. _
(d) (0,25 pt) En déduire une factorisation A = QR comme dans la question 1.

' 2
(a) (0,25 pt) Soit v = (—1). Caleuler w = v — [v]e;.

3. (0,5 pt) Trouver les z qui minimisent la quantité |Az — b|.



Exercice 2. (4,5 points)

Soit w: U — R?, (z,y) = (z +y, 745 )» olt on a posé U = (R})2.

1. (a) (0,5 pt) Soit (z,y) € U. On pose (s,t) = w(z,y). Exprimez z et y en fonction
~ desett.

(b) (0,5 pt) En déduire que ¢ est injective sur U.

(¢} (0,25 pt) Montrer que (U) CV ot V = R3 x]0, 1].

(d) (0,5 pt) Montrer que ¢ induit une bijection de U/ sur V.
(e) (0,25 pt) Calculer la bijection réciproque ¢ de  sur V.
(

f) (0,5 pt) Calculer la jacobienne Jo-1(s,t) en un point (s,t) € V, puis son déter-
minant det(J,-1(s,t)).

2. On note : :
fiU =R, (z,y) e gy

(a) (0,25 pt) Pour b €]0, +co|, calculer j;)b e *zdz.

(b} (0,25 pt) En déduire la valeur de l'intégrale impropre fD+°° e~ *rdz.

(¢) (0,5 pt) En déduire la valeur de intégrale double +°° 0+°° f(z, y)dzdy.
On rappelle que f0+°° * f(z,y)dady = [ ( flz y)da:) dy.
3. On note ' : :
‘ g: V=R, (st~ e %1 —1).
(a) (0,5 pt) Montrer que pour (s,t) € V, g(s, t) = f(cp“l(s t)) |det {J-1(s,))|.
(b) (0,5 pt) En déduire la valeur de Iintégrale double [, [ g(s, t)dtds.



Exercice 3. (5 points)

On fixe trois fonctions f1, fa, f5 € C%([0, 1], R), o2 C°([0, 1], R) est U'espace des fonctions
continues de [0, 1} dans R. On note E = Vect(f, f2, f3) l'espace vectoriel engendré par
.fl’ f25 f3

On suppose dans tout l'exercice que la fa.mille (f1, f2, f) est libre.

1.(a) i (0,5 pt) Soit z,a2,a3 € [0,1]. Ecrire le développement du déterminant
H(z) falz)  fi(z)
fi(az) falaz) fi(ag)
Fi(as) falas) fs(as)

" 1. (0,5 pt) En déduire qu'il existe un triplet (a1,a2,83) € [0,1]° tel que la

matrice
filar) fa(ar) f3(as)
filaz) falas) fa(as) )
filas) falas) fis(aa)

par rapport a la prennére ligne.

soit inversible.

Dans la suite on fixe un tel triplet (a1, ag, a3).
(b) On définit N : E R, f > -2 | f(as)].

i. (0,5 pt) On suppose que N(f) = 0 pour une fonction fEE.
Montrer qu’il existe oy, &vg, 3 € R tels que

filar) fa(ar) fS(QrI) ey 0
filag)  falag) filaz) | |ea ) =1]0].
\fi(as} fa(as) fs(as ag 0

En déduire que f = 0.
ii. (0,5 pt) Montrer que N(f + g) < N(f) + N{g) pour f,g4 € E.
iii. (0,5 pt) Montrer que N est une norme sur £,

2. On suppose que (gn)nen €st une suite de E, qui converge simplement vers une
fonction g : [0,1] — R.

(a) (0,5 pt) Montrer que pour i € {1,2,3}, la suite (gn(a;))nen est de Cauchy.
(b) (0,5 pt) En déduire que (gn)ren est de Cauchy pour la norme N.

(c) (0,5 pt) En déduire que (g )nen converge vers une fonction A € E pour la norme
N.

(d) (0,5 pt) Onnote Ny la norme sur C°([0, 1], R) donnée par N, (f) = maxgepq | f(z)].
Montrer que (g,) neN converge vers h pour Ia norme Ny,

(e) (0,5 pt) En déduire que h = g et que (g )}nen converge uniformément vers g sur
[0,1].



Exercice 4. (2 points)
On souhaite trouver les solutions sur R de I’équation

2t
1+1¢2

(B):y = y—1

1. (0,5 pt} Résoudre I'équation homogene associée

2t
14142

(Eo): ¢/ = Y.

Montrer que les solutions sont de la forme ¢ — C.yo(t) olt yo est une fonction que

'on précisera et ' est une constante réelle arbitraire.

2. (0,5 pt) Chercher une solution particuliére de (E) sous la forme y(t) = C(t).yo(t)
ou ’on suppose que t — C(t) est une fonction dérivable.

3. (0,5 pt) Conclure. _
4. (0,5 pt) Calculer la solution de (&) qui prend la valeur 0 en ¢ = z



