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Le baréme est donné & titre indicatif.
Le candidat est invité a lire le sujet dans son intégralité.

Exercice 1.

Pour n € N on pose I, = [ —=dt.

0 1+t”

1. Montrer que pour tout n € Nona [, — 1 = fo 1+t"

2. En déduire que pour tout n e Non a |I,, — 1| < fo tndt.
3. Conclure que I, — 1.

n—-4-0C

4. On souhaite étudier la différence I, — 1.
(a) Soit n > 1. Calculer la dérivée de la fonction £ ~» > In(1 + ¢*) sur [0, 1].
(b) Montrer que pour n > 1,

1-1, _———/i 1+t*)d

On fera une intégration par parties.
(¢) i Dériver la fonction ¢ : z — 2z — In(1 + 2) sur [0,1].

ii. En déduire que pour tout z € [0,1] on aln(l+2) < 2
(d) Conclure que




Exercice 2.
Pour n > 1 on note I, la matrice identité de taille n et
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A=1-1 1
0 8
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—
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La base canonique de R® est € = (e, e3,e3) =

[ R )
O =
= o

Partie 1

—4 , _
1. Veérifier que v; = { 1 | est un vecteur propre de A pour la valeur propre —1.
—4

T
2. Résoudre I'équation (A4 ).l y | = vs.
z

Ty
On note v, = | y2 | l'unique solution telle que z, = —3. Expliciter vs.
Z3 7

. Calculer le polyndme caractéristique y. de A.
. En déduire que A admet deux valeurs propres, —1 et une valeur propre A 4 préciser.
. Quelle est Pordre de multiplicité de —1 dans le polynéme y 47

Oy Ot W O

. Trouver un vecteur propre pour la valeur propre A.
Expliciter vz, l'unique vecteur propre pour A ayant 1 pour premiére composante.

~]

. Montrer que la famille B = {v1, v3, v3} est une base de R3.

8.(a) On note u Vendomorphisme de R? ayant A pour matrice dans la base canonique
C.
Exprimer u(v;) en fonction de v, vy ef vz. Faire de méme pour u{vy) et u(wvs).

(b) Que vaut la matrice de u dans la base B7

{c) On note P la matrice dont les colonnes sont les vecteurs v; : P == ( vy | va |23 ).

-1 1 0
Montrer que P7!AP=] 0 -1 0
0 0 1
Partie 11
L -1 1 0
SoientKa(D _1) et J=10 =10
g 0 1

L. Ecrire K sous la forme K = I, + N avec N € N/,(R?).

2



2. Calculer N2,

3. Montrer que pour m 2 O on a K™ = (-1)"1; + (-=1)""'mN.
On pourra utiliser la formule du bindéme de Newton pour les matrices : si M, M' ¢
M, (R) vérifient M.M' = M'.M alors pour m 2 0,

m

(M 4+ MYy" =3 (T) ML)

=0

ot (m) = " est le coefficient binomial,

i Am—i)]

K™ 0
4. Montrer par récurrence sur m > 0 que J™ = 0
0 01

5. (a) On fixe ag, by, co € R, et on définit les suites (am)men: (b )men, (Cn )men PAT

o1 = gy, + 8bpy, + 201,
bm+1 = —lm — by + Cp
Cmyl = 8y, - Crm

Montrer que pour m = 0 on a

Qm Qg
by | = PIPE | by
Cim, Cp

ol P est la matrice définie dans la partie L

0 1 9
(b) On donne P*=1|-1 0 1
-2 4 3

En déduire une expression de a,, en fonction de ag, bo, cg et m.



Exercice 3.

On note E = C([0, 1], R} I'espace vectoriel des fonctions continues sur [0, 1] & valeurs
dans R.
Soit F' = Vect(eg, e1) le sous-espace vectoriel de E engendré par les fonctions

e: [0,1] —- R
¢ = 1

et
€] . [O, 1] - R
t — t

Pour f,g € F, on note < f,g >= fol flt)g(t)de.
1. Verifierquesic € Ret f), fr,g € Byona< afi+fo,g>=a < fi,0> + < fa, g >.
2.{a) Soit tp € [0,1]. On suppose que h € F est positive et vérifie h(t) > 0.
i. Montrer qu'il existe & > 0 tel que pour t & [0, 1] N [to— 4, ¢ 6], A(z) > 2o}
ii. En déduire que [ 1{t)dt > 0.
(b) Montrer que si f € E, on a j; fA{t)di = 0 implique f = 0.

3. Montrer que < -,- > est un produit scalaire sur . On note | - | la norme corres-
pondante.

4. (a) Calculer Jeg].
(b} Montrer que ey n'est pas orthogonal & e;.

¢} Déterminer o € R tel que e] = e; — aey soit orthogonal 4 e;.
1
5 = 1
(d) Calculer &, = Eik
(e) Verifier que (eg, &) est une base orthonormale de F.

9. Soit u € £. On souhaite déterminer le projeté orthogonal p(u) de u sur F, ¢’est-a-
pluj e F
w—plu) e F+

(a) Expliquer pourquoi p(u) s’écrit Goeg + 516, avee 8;, 8; € R.

dire I'unique élément de E tel que {

(b) Calculer 8, et £, en fonction de < p(u),eq > et < p(u), & >.
(c) Déduire que p(u) =< u,e; > eg+ < u, &, > &,.
6. On prend maintenant u(t) = et,
(a) Calculer < u,eq > et < u,&; >.
{b) En déduire Ju — p(u)|?.

(c) Que vaut d{u, ') = inf,ep fu—v|?



Exercice 4.

Soit i :]0, +o0[x] — 7, w[— R? donnée par p(p,#) = (pcos(d), psin(h)).
On note U =0, +oo[Xx] — &, 7].
On rappelle que la fonction tan est donnée par tan(f) = :g;((g% pour § €] — I, Z[ et qu’elle
est bijective de | — Z, Z] sur R, de bijection réciproque arctan.

1. Calculer la jacobienne J,(p,8) de ¢ pour tout (p,8) € U.

2. Calculer le déterminant de la jacobienne sur [J.

3. La fonction i est-clle de classe C* sur U ?

4. Montrer que  est injective sur [/,

Montrer que  est une bijection de U sur V = R*\{(z,0);z ¢ R_}.

6. Soit (x,y) € RL x R. Trouver une expression de ¢ !(z,y) en fonction de x et y.

(o]}






